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以逐步型二設限樣本對 Burr X 和 Burr XII 型分配之參數
做最適統計推論
Optimal statistical inferences of the parameters of Burr X and
Burr XII distributions based on the progressive
type II censored samples
計畫編號：NSC 94-2118-M-032-009
執行期限：94 年 8 月 1 日至 95 年 7 月 31 日
主持人：吳錦全 淡江大學統計學系
中文摘要
本計畫主要探討二項與隨機移除型二逐步設限下 Burr X 和 Burr XII 分配之樣本資料
的統計分析。首先分別討論分配中參數的最大概似估計量與特性，並對隨機移除與二項移
除兩方法分別探討 Burr X 和 Burr XII 分配參數的 100(1-α)% 之信賴區間與聯合信賴區
域。進一步，定義一個準則(如:信賴區域面積最小等)以找出參數的最佳聯合信賴區域。
其次，分析各分配在不同移除之型二逐步設限下的期望時間。最後，提供例子和作一些電
腦模擬來說明方法如何應用及其可行性。
關鍵詞：Burr X 型分配, Burr XII 型分配,型二逐步設限, 最大概似估計量,最佳聯合信
賴區域.
Abstract
This plan mainly concentrates on the statistical analysis of Burr X and Burr XII distributed
life time data under Type II progressive censoring with binomial and random removals. First,
discusses the maximum likelihood estimators and some characteristics of the parameters in
the distributions under given conditions. We also find the 100(1-α)% confidence interval and
the joint confidence regions of the parameters under Type II progressive censoring with
binomial and random removals. In addiction, we define a rule (for example: the minimum
confidence region area) to find the best joint confidence regions of the parameters. Secondly,
we analyze the expected time of these distributions under Type II progressive censoring with
different removals. Finally, we give some examples and Monte Carlo simulation to explain
the application and assess the behavior of the method based on the Type II progressive
censoring samples.
Keywords: Burr X distribution, Burr XII distribution, Type II progressive censoring,
Maximum likelihood estimator, the best joint confidence regions.
2一、前言
隨著科技的進步，生活水準的提昇，消費者在購買商品時，希望得到的是品質良好，
壽命較長的產品，如此才能達到消費者心目中最大的經濟效益。就生產產品的廠商而言，
生產品質良好且有保障的產品，不但可以建立產品的形象與品牌知名度，更可以提昇及確
保一定的銷售水準和市場佔有率。因此，產品的可靠度若有問題而未能即時改善，將會危
及使用者對產品的信心，也會影響廠商的信譽。
要評估產品的可靠度，進而作為產品改善的基礎與根據，我們通常要做產品的壽命試
驗，一般來說，在現實生活當中，我們常會遇到無法取得完整樣本的情況，例如因為時間,
成本的限制或人為疏忽而不能獲得所有的觀察值。面對此種不完整資料，我們無法利用一
般應用於完整樣本統計方法來做推論分析。所以已有許多的學者﹔(如:Lawless (1982)、
Cohen (1991)等等)，開始重視並且探討對於此種在取得過程中受到限制的樣本資料的統
計方法。在這類的資料裡，若是屬於只能在有限的範圍中觀察取得部分資料，而無法觀測
到超出範圍外之資料的樣本，即被稱為設限樣本。在可靠度實驗中，各種設限的實驗都是
為了節省時間與成本，對於不同的實驗，也衍生出各種不同的設限方法。在本計畫中，我
們將探討的設限方法是逐步設限，此種設限方法是由 Cohen 在 1963 年提出，此後 Cohen
亦陸續提出逐步設限方法在各種分配的應用。
二、研究目的與相關文獻探討
在許多自然科學及工業的研究中，生物或產品的壽命往往是研究的重點。通常在生物
或是產品的壽命檢測上，常常需要花費許多的時間、人力及金錢。所以許多學者針對壽命
分 配 ﹔ 例 如 : 指 數 分 配 (Exponential distribution) 、 韋 伯 分 配 (Weibull
distribution) 、極值分配(Extreme-value distribution) 、Log-normal 分配、柏拉圖
分配 (Pareto distribution) 、 Gamma 分配、 Rayleigh 分配、 Gompertz 分配、
Exponential-power 分配等等做學術上的研究。在很多的壽命實驗當中，我們常不能夠依
理想完全紀錄到產品壽命，也許因為人為疏失遺漏或是成本及時間上的考量等等因素，而
必須提前結束實驗，所以就發展出了許多的設限方法，其中一個設限方法就是型二設限
(Type-II censor)。
在一些實驗當中，不同階段裡某一些實驗對象也許會被移除，例如在醫學的臨床實驗
當中，有些病人在實驗未結束之前，可能因為某些因素而無法繼續實驗，所以要提前退出
實驗﹔又如在實驗中可能有一些實驗對象會對整體實驗有危險性，或不適合實驗的要求，
而提前結束實驗，為了解決這些問題，所以發展出逐步移除的方法。
在Yuen, H. K. & Tse, S. K.(1996)文章中，探討韋伯分配在型二逐步設限下的參數
估計，移除方法服從均勻分配；而在Yuen, H. K. & Tse, S. K.(1998)，則是求韋伯分配
在設限下的期望時間，其移除方法服從均勻分配；在Tse, S. K. Yang, C. & Yuen, H.
K.(2000)文章中，探討韋伯分配在型二逐步設限下的統計分析，移除方法為二項移除，在
Yuen, H. K. & Tse, S. K.(2001)文中則討論雙參數之指數分配在型二逐步設限下的統計
推論，移除方法為二項移除。
本計畫所要探討的主題是：以二項移除與隨機移除之型二逐步設限樣本對 Burr XII 型
分配與 Burr X 型分配之參數做最適統計推論。
在壽命實驗中，假設完整樣本有 n 個，若在第 m 個實驗單位失敗時，就停止實驗
)1( nm ，這裡的m 是事先決定的，此為型二設限。而型二逐步設限簡單介紹如
3下:
 完整實驗樣本為n個，在第m個實驗單位失敗後實驗結束，而m 是事先決定
好的 )≤≤1( nm 。
 在第一個實驗單位失敗時，先移除個 1r 單位，剩下 11 rn 個實驗單位繼續
做實驗。
 在第二個實驗單位失敗時，再移除 2r 個單位，剩下 221  rrn 個實驗單位
繼續做實驗
 一直到第m 個實驗單位失敗時，我們把剩下 mrrrnr mm  121  個
實驗單位全部移除掉，而
後結束實驗。其中 121 ,,, mrrr  都是事先固定的。
而在某些方面
121 ,,, mrrr  是不能事先固定的，如上述的一些例子，為了解決移除方
面的問題，在Yuen,H. K.& Tse, S. K., (1996) 文中提出隨機移除方法，之後在Tse, S.
K., Yang, C. & Yuen, H. K. (2000) 文中也提出二項移除方法。本文即參考這些移除方
法對Burr XII型分配及Burr X型分配做進一步的統計分析與探討。
一般在工業生產中，多數的失敗率函數會呈現浴缸型的曲線模式，例如電子、電鍍
及機械等的產品，而生物的壽命模式也是呈現此種曲線模式。因此，面對這種情況時，利
用具有浴缸型或遞增失敗率函數之雙參數分配會比韋伯分配、極値分配及常態分配合適。
然而，在 Jiang & Xiao (2003) 之文章中，卻提到並非所有的產品失敗率函數都會呈現浴缸
型的曲線模式，例如當產品因疲勞或劣化故障時，其壽命模式會呈現 Burr XII 型分配。且
Jiang & Xiao(2003) 亦針對 Burr XII 型分配的退化或衰老之特性，以及對初期失敗率函數的
特性做探討。而產品之所以會出現疲勞或劣化等現象，是因為每個產品皆有老化的性質
(aging property)，此性質會使得預燒 (burn-in) 或維修策略的效果受到嚴重的衝擊。因為預
燒主要的目的，在於能及早除去初期會故障的零件或成品，進而提高產品的可靠度。所以
在描述這種情況時，利用 Mousa & Jaheen (2002) 所提出的具有單峰型失敗率函數之雙參數
Burr XII分配會較其他壽命分配來得合適。因此，在本文中我們將探討Mousa & Jaheen (2002)
所提出具有 Burr XII 型的遞減失敗率函數之雙參數分配。此外，Burr (1942) 所提出單參數
的 Burr X 型分配已被許多學者應用於壽命模型，而 Surles and Padgett (2001) 為了使模型適
用於碳纖維與碳纖維之合成樣品強度的資料，而將模型加入一尺度參數，推廣為雙參數之
Burr X 型分配。為了解其相關特性，我們也探討了此分配。
在此計畫中，首先我們假設一個商品的壽命 X 為具有 Burr XII 型分配，尺度參數
0k ，形狀參數 0c 之一隨機變數，其機率密度函數(probability density function) 為
)1(1 )1()(   kcc xckxxf ， 0x ，( 0c ， 0k )。 (1)
其累積分配函數(cumulative distribution function)為
0,)1(1)(   xxxF kc 。 (2)
其次，假設一個商品的壽命或其拉力強度 Y 來自於具有 Burr X 型之壽命分配，其
機率密度函數為
 1)/()/( ]1[2 22    yyy eeyf ，y＞0， (3)
其中，(＞0)和(＞0)是兩個參數(參看 Surles and Padgett(2001))。其對應的累積
分配函數為
  ]1[ 2)/(yeyF  ，y＞0。 (4)
4三、 研究方法
設第 1 個失敗的產品被觀測到的壽命, 記為 1X , 以此類推, 觀測到的是第 i個有序樣
本, 記為 iX , 則隨機移除 iR 個隨機樣本, mi ,...,1 , 且設限計劃(Censoring Scheme)
R=(R1=r1,…,Rm-1=rm-1) 是 事 先 決 定 的 , where mrrnR mrm   11 ... . 則
mXXX  21 為在型二逐步設限下的有序樣本，此處 m是事先決定的。在型二逐步設
限下 R=(R1=r1,…,Rm-1=rm-1)是事先決定的，這樣我們可以定義概似函數 (likelihood
function) (參考 Cohen, A. C. (1976)) 為
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(1) 二項移除
(5)式是在給定 ir 的條件下所得到的結果， ir 為 0到 )( 121  irrrmn  之
間的任意整數，在二項移除之型二逐步設限與型二逐步設限主要的不同，在於後者的
R是事先決定的，而前者的 R則是隨機變數，且假設它是服從參數為 p 的二項分配，
也就是說每一個實驗單位被移除均是獨立且具有相同機率。所以在第 i 個試驗單位失
敗以後要移除 ir 個單位的條件機率為
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其中 )(0 11  ii rrmnr  ， 1,,2  mi  。
假設 iX 與 iR 是互相獨立的，則 X ),,,( 21 mXXX  與 R ),,,( 21 mRRR  的聯合
概似函數為
)|;(),,;( 1 rRxrx   LpL P ;(R )p (7)
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);( pP R ),,|( 112211 rRrRrRP mmmm   
),,|( 113322 rRrRrRP mmmm   

)|( 1122 rRrRP 
)( 11 rRP  =













 
1
1
1
1
)())(1(
1
1
1
1
)1(
!)!(
)!(
m
i
im
i i
rimmnm
r
m
i
m
i ii
pp
rrmn
mn
。 (8)
5(2) 均勻移除
在隨機移除之型二逐步設限當中，我們假設每一個 iR 皆服從均勻離散機率分配，意指
每一個實驗單位被移除的機率都是相等的，而在第 i 個實驗單位失敗之後，要移除 ir 個單
位的條件機率 (參考 Yuen, H.K & Tse, S. K. (1996)) 為
1
1
)( 11 

mn
rRP ，
且
1)(
1
),,|(
11
1111 



i
iiii rrmn
rRrRrRP

 ，
其中 )(0 11  ii rrmnr  ， 1,,2  mi  。
假設 iX 與 iR 是互相獨立的，則 X ),,,( 21 mXXX  與 R ),,,( 21 mRRR  的聯合
概似函數為
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由(8)與(10)式可以知道二項移除之機率 P ;(R )p 與隨機移除之機率 P )(R 均與參數無
關，因此參數之最大概似估計量可以由(5)式求 )|;( rRx1 L 之極大值而得到﹔此外
)|;( rRx1 L 與 p 無關，所以可以直接由P ;(R )p 求極大值，得到 p 的最大概似估計
量。
若
mXXX  21 為雙參數之BurrXII型分配在型二逐步設限下的有序樣本，則
)1log( cii XkY  ， mi ,2,1  ，是標準指數分配在型二逐步設限下的有序樣本，而
R ),,,( 21 mRRR  事先固定時，利用變數變換
(參考Thomas, D. R. ＆ Wilson, W. M. (1972)):












 ))(1(
))(2(
))(1(
111
23213
1212
11
mmmm YYmrrnZ
YYrrnZ
YYrnZ
nYZ


(11)
可以得到
mZZ ,...,1 為 i.i.d.之標準指數分配.
我們利用此關係來產生一些樞紐量(pivotal quantity)以便建立參數c與k的信賴區間與聯
合信賴區域。而且，也將定義一個準則(如:區間長度最短或信賴區域面積最小)以找出參
數c與k之最適信賴區間或最適信賴區域。
6另外，若
mXXX  21 為(＞0)和(＞0)兩個參數之 Burr X 型分配在型二
設限下的有序樣本，則利用變數變換的方式，我們亦利用其關係來產生一些樞紐量以建立
形狀參數的信賴區間與參數(,)的聯合信賴區域(joint confidence region) 。而且，也
將定義一個準則(如:區間長度最短和區域面積最小)以找出形狀參數之最適信賴區間與參
數(,)之最適聯合信賴區域。
此外，由於實驗時間是直接影響到整個實驗計畫很重要的一個因素，所以期望的實驗
時間對實驗者是很重要的。所以也針對此兩種不同分配在不同之條件下，求出其對應之期
望實驗時間。
若 mX 為第m個有序統計量，當移除的數目 ),,( 1111   mm rRrR R 固定時， mX
的條件期望值為(參考 Tse, S. K. & Yuen, H. K. (1998))
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mX 之期望值可以從(12)式再對 R取期望值得到，即
 mXE E R |[[ mXE ]rR ] = 
  


)(
0
)(
0
)(
0
2
2
1
1
(
i
i
m
m
rg
r
rg
r
rg
r
P R ), p |[ mXE ]rR
其中 11 ----)(  ii rrmnrg  ；P ;(R )p 同(8)式。
最後，也針對此兩壽命分配資料在型二設限抽樣方案下，給幾個例子和做一些蒙地卡
羅模擬(Monte Carlo Simulation)，以便說明如何使用本計畫提出的估計程序並且找出最適的
估計。
四、結果與討論
本論文主要探討在二項與隨機移除之型二逐步設限下，分別對 Burr XII 型分配及
Burr X 型分配的參數做統計推論。首先，我們由概似函數求得參數的最大概似估計量，
並 由 Fisher information matrix 求 得 其 最 大 概 似 估 計 量 之 近 似 特 性 ，
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 。此外，我們推導得到參數的信
賴 區 間 與 聯 合 信 賴 區 域 的 公 式 ：
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為參數 c與 k之 100 1 %的聯合信賴區域，並且利用範例與電腦模擬來作分析。最後，
導出參數的期望時間並作數值計算。
對於 Burr XII 型分配，在給定形狀參數 c 1.0 和尺度參數 k 2、信賴水準
1 0.90、樣本數 n 10, 20、設限數 n,.....,nm 1
2



 、移除機率 p 0.1, 0.3, 0.5, 0.8
等條件時，在給定 m,n 之下在固定 m,n 之下，可以發現隨著不同 p 之改變，樞紐量
 11,  ,...,mjch j 的平均區間長度和平均區域面積並沒有明顯規律的變化。但可以發現
當二項移除的機率 p 0.5 時，其平均區間長度和平均區域面積的值都和 PCR 蠻接近的。
這可能是因為當二項移除的機率 p 0.5 時，由於每個實驗單位被移除或不被移除的機率
都是 0.5，而在 PCR 之下，每一個實驗單位被移除的機率都是相等的，所以使得兩者的平
均區間長度和平均區域面積的值很接近；在固定 p,n 之下，可以發現隨著m變大(有效樣本
比值
n
m
變大)，樞紐量  11,  ,...,mjch j 的平均區間長度和平均區域面積都會隨著變
小。這是因為當m變大時，表示我們沒有觀察到的樣本觀測值就越少，越接近完整樣本，
所以在估計參數的信賴區間與信賴區域就會越精確，因此平均區間長度和平均區域面積就
會隨著m變大而變小；而在給定 p,m,n 時，(a) n 10，且當 m 8 時，無論在均勻移除
或二項移除的機率 p 不同之下， ch1 皆為平均區間長度和平均區域面積最小的樞紐量；
而當 m 9, 10 時，無論在均勻移除或二項移除的機率 p 不同之下， ch2 皆為平均區間長
度和平均區域面積最小的樞紐量。此外，當 m 6, 7 時，無論在均勻移除或二項移除的機
率 p 不同之下， ch1 皆為平均區間長度最小的樞紐量，但其平均區域面積則有異常較大
的情形發生，其值非常不穩定也無規律的變化。會造成這樣的結果可能是因為模擬出來的
m,.....,XX 1 值較小，而當m較小時，我們只取前面幾個更小的 iX 值來計算參數的聯合信賴
區域，而使得參數 k 的上下界的分母部份變小，導致參數 k 的區間長度變得很大，所以計
算出來的聯合信賴區域面積也就會變得比較大。(b) n 20，且當 m 11, 12, 13 時，無論
在均勻移除或二項移除的機率 p 不同之下， ch3 皆為平均區間長度和平均區域面積最小
的樞紐量；而當 m 14 時，無論在均勻移除或二項移除的機率 p 不同之下， ch3 和 ch4
皆為平均區間長度和平均區域面積最小的樞紐量；當 m 15, 16, 17 時，無論在均勻移除或
二項移除的機率 p 不同之下， ch4 皆為平均區間長度和平均區域面積最小的樞紐量；最
後，當 m 18, 19, 20 時，無論在均勻移除或二項移除的機率 p 不同之下， ch5 皆為平均
區間長度和平均區域面積最小的樞紐量。尺度參數 k 的假設檢定方面，不論移除的方式為
二項移除還是隨機移除，隨著m 的增加，樞紐量的檢定力表現也愈好；而在隨機移除與二
8項移除兩種方式下，樞紐量所建立出的檢定力大小也非常接近。隨著m 值的增加，不論最
短區間或檢定力的表現都會較優異。所以由以上分析可知，平均區間長度和平均區域面積
與 m 的大小較有關，與均勻移除或二項移除的機率 p 不同則較無明顯的關係。尺度參數 k
的最短區間方面，不論移除的方式為二項移除還是隨機移除，區間長度非常接近。
在二項移除方面，期望時間會隨著移除機率變大而增加；當 m增加，期望時間也會增
加，因為想要觀察到的觀測值越多，要耗費的時間就越長；但是期望時間會隨著樣本數增
多而減少，意味著樣本數越多，就越容易及早發現故障的產品，所以實驗的時間會縮短。
我們同時可以發現比率的趨勢和上述期望時間的趨勢一樣。當 n、m越大且 p大於 0.5
時，期望時間就越接近完整樣本，期望時間的比率就更接近 1，此時，期望時間比率上升
的速度會變得比較平緩，並且隨著樣本數變大，不同 m之間期望時間的差距就變得更小了。
在隨機移除方面，期望時間會隨著 m 增加而增加，表示觀察值越多，要花費的實驗時間就
要越長；期望時間隨著樣本數增多而減少，因為樣本數越多，就越容易及早發現故障的產
品，所以實驗的時間會縮短；當 m 越接近 n 時，期望時間比率就越靠近 1。此外，我們亦
可以發現不論 n 和 m 為何，隨機移除與 5.0p 時之二項移除所對應的期望時間差異不大。
在 BurrX 型分配雙參數的信賴區域方面，考慮的參數組合 ),(  為(1, 0.5)、(1, 1)、
(1, 1.2)，信賴水準為 0.95，在樣本數 n 10, 20, 30， nnm ,....,
2


 ，移除機率 p 為 0.05, 0.1,
0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 和隨機移除之下，當 c 越大時，c 的信賴區間的平均長度和
),(  的聯合信賴區域的平均面積就越大。當 p 介於 0.05 和 0.5 之間時，平均區間長度和
平均面積會隨著移除機率 p 變大而逐漸變小，但 p 介於 0.6 和 0.9 之間，就沒有明顯規律
的變化。固定樣本數 n 之下，隨著 m 變大，平均區間長度和平均面積都會變小；因為越接
近完整樣本，沒有觀察到的觀測值就越少，損失的訊息相對的就減少，所以估計的信賴區
間和面積就越準確。在 mn 時為完整樣本，此時的信賴區間平均長度和聯合信賴區域的
平均面積的值都差不多，沒有明顯的變化。在 10n ， 7,6,5m 時，平均面積異常的大，
其值比較不穩定，可能是模擬出來的 iX 比較小，且只取前面幾個較小的 iX 值，使得區間
上下界的分母變小，導致區間的上下界變得很大，因此平均面積變大。在尺度參數的假
設檢定方面，不論移除的方式為二項移除還是隨機移除，隨著m 的增加，樞紐量的檢定力
表現也愈好；而在隨機移除與二項移除兩種方式下，樞紐量所建立出的檢定力大小也非常
接近。隨著m 值的增加，不論最短區間或檢定力的表現都會較優異。當 10n 時，樞紐量 2h 、
3h 所對應的面積較小，而 20n 時，則樞紐量 4h 、 5h 、 6h 所對應的面積較小；同樣的，不
論移除的方式為二項移除還是隨機移除，隨著m 值的增加，各個樞紐量所建立出的區域面
積會變小；在隨機移除與二項移除兩種方式下，各個樞紐量所建立出的面積大小也非常接
近；在形狀參數的假設檢定方面，在不同的 pmn ,, 組合下，表現較佳的樞紐量是落於
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


3
m
附近。由參數的區間長度、區域面積及檢定力三方面的結果中，我們可以發現當 10n
的情況下， 2h 、 3h 這兩個樞紐量都有較好的表現，而當 20n 的情況下， 4h 、 5h 、 6h 這三
個樞紐量有較好的表現，我們發現 



3
m
附近的樞紐量為表現較好的樞紐量。不論移除的方
9式為二項移除還是隨機移除，隨著m 的增加，各個樞紐量的表現也愈好。在設限的樣本數
與完整樣本中，除了考慮樞紐量表現的差異之外，設限樣本數的選擇，也可以樞紐量表現
是否優異及總實驗時間及成本考量間去做衡量選擇；在隨機移除與二項移除兩種方式下，
各個樞紐量所建立出的檢定力大小也非常接近，但是 1.0p 的情況較不理想，建議不要採
用。我們可以看出在不同的 pmn ,, 組合下，樞紐量 1mh 在區間長度、區域面積與檢定力的
表現都是最差的，我們建議不要採用此樞紐量。
在完整樣本中，不論移除機率為何，所有二項移除和隨機移除的時間均相同。在固定
尺度參數之下，期望時間和比率與形狀參數的值成反比，且當形狀參數固定時，期望時間
和比率與尺度參數的值亦成反比。
本論文僅探討 Burr XII 型分配及 Burr X 型分配，將來對於後續研究方面，可以針對其
他壽命相關的分配來作類似的推論與探討，並且以模擬計算值來作更進一步的比較分析。
此外，本文是對於分配的參數來作估計，將來亦可以對於分配的平均壽命、分位數、失敗
率函數來做分析，其在實際的應用上更具意義。
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六、計畫成果自評
研究內容與原計畫大致相符，已達成預期目標，研究成果具學術與應用價值。
